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АЛГОРИТМЫ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
В НЕЛИНЕЙНЫХ РЕККУРЕНТНЫХ МОДЕЛЯХ 
 
(ИПМ ДВО РАН, ДВФУ) 
 
Построен алгоритм оценивания параметров в рекуррентных 
последовательностях 0,1,...,=),(=1 ixfx ii  в случае нелинейной функции )(xf  
по неточным наблюдениям за этой последовательностью. Речь идет о модели 
логистического роста, модели Риккера и дискретизированной модели Лоренца. 
Рассматриваемые модели привлекают к себе повышенное внимание со стороны 
биологов, физиков и метеорологов. 
Для этих моделей и практически, и теоретически важно оценивать их 
параметры по неточным наблюдениям iy  за состоянием 0,1,...=, ixi  В работе 
рассматриваются аддитивная iii xy =  и мультипликативная ),(exp= iii xy   
0,1,...,=i  модели внесения ошибок в наблюдения. Здесь 0,1,...,=, ii  -- 
последовательность независимых и одинаково распределенных случайных 
величин, имеющих нулевое среднее, известную дисперсию ,<c  причем 
дисперсия .<2iD  
Предположим, что у последовательности 0,1,...,=, ixi  существует 
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предельный цикл qXX ,...,1  длины :1q  ,1,...,=,=lim qjXx jjqk
k
 или 
предельное распределение ).(dxp  Здесь )(dxp  – вероятностная мера на   – 
алгебре измеримых по Лебегу подмножеств отрезка [0,1]  такая, что для любого 







 где ),( nCk  – количество 1.0,1,...,=, niCxi  У всех 
последовательностей, описывающих рассматриваемые модели, предполагается 
наличие предельного цикла или предельного распределения, что исследуется в 
теории динамических систем выделением притягивающего множества – 
аттрактора.  
Пусть )(xf  непрерывная функция, обозначим (предполагая 
























Рассмотрим модель логистического роста [1] 
 4.<<11,<<00,1,...,=),(1=,= 10 baixbxxax iii  (2) 
Утверждение 1. При аддитивной модели внесения ошибок iii xy =  имеет 















Наряду с аддитивной моделью внесения ошибок для последовательности (2) 
можно рассмотреть и мультипликативную. 
Перейдем теперь к модели Риккера [2], предполагая наличие у 
последовательности  
 .1>0,>1,>0,1,...,=,= 01 xbaieaxx i
bx
ii  (3) 
Рассмотрим мультипликативную модель ошибок наблюдения ),(exp= iii xy   в 
которой независимые случайные величины 0,1,...,=, ii  имеют нормальное 
распределение с нулевым средним и дисперсией .c  



















.,)|ˆ(expˆ /2 neaeyba xbcnnn  
Остановимся на модели Лоренца [3] – [4], представимой системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений  
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Обозначим 0,1,...,=,=)(,=)(,=)( (3)(3)(2)(2)(1)(1) ixihxxihxxihx iii  и выпишем 


















Рассмотрим аддитивные модели внесения ошибок 




i   где независимые случайные величины 
)(k
i  
имеют нулевые средние и дисперсии ,)(kc  причем .<)(= 2)()( ki
k Dd   























































Вычислительные эксперименты проводились для всех трех моделей. 
Оценки всех параметров была вычислены 100 раз и построены гистограммы 
частот полученных значений с 5 интервалами.  
Модель логистического роста. Расчеты nb̂  проводились для случая 
3=0,5;=0,75;=0 bax  при 1000=n  (рис. 1). Рассматривалась аддитивная 
модель внесения ошибок в предположении, что 1,0,..,=, nii  имеют 
равномерное распределение на отрезке 1/4,1/4].[  
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Рис. 1. Гистограмма частот для nb̂ .  
Модель Риккера. Расчеты nâ , nb̂  проводились для случая 110,358;=0x  
1=300;= ba  при 1000=n  (рис. 2, рис. 3). Рассматривалась мультипликативная 
модель внесения ошибок в предположении, что 1,0,..,=, nii  имеют 
нормальное распределение со средним ноль и дисперсией 1/48.  
 
Рис. 2. Гистограмма частот для nâ .  Рис. 3. Гистограмма частот для nb̂ .  
Модель Лоренца. Расчеты nh)( , nb̂ , nr̂  проводились для случая (рис. 4 – 





0 nrbhxxx   
Рассматривались аддитивные модели внесения ошибок в предположении, что 
1,2,3,=1,0,..,=,)( kniki  имеют нормальное распределение со средним ноль и 
дисперсией 1/48.  
 
Рис. 4. Гистограмма частот для nh)( .  Рис. 5. Гистограмма частот для nb̂ .  
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Рис. 6. Гистограмма частот для nr̂ .  
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С каждым годом цифровая трансформация не только охватывает все 
больше различных сфер жизни и бизнеса, но и активно изменяет те сферы, ко-
торые работают в онлайн уже давно, например, интернет-магазины. Если со-
временный магазин хочет быть конкурентоспособным, каталога товаров и 
значка корзины уже недостаточно, необходимы мобильные и полнофункцио-
нальные веб-приложения, которые не просто позволяют купить товар, но и вы-
полняют такие функции, как рекомендации, уведомления о скидках, интерес-
ные материалы в ленте блога, интеграция с социальными сетями. 
Цифровая трансформация нужна и владельцам бизнеса: они должны 
своевременно получать информацию в удобном виде по состоянию своей ком-
